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Roberto Roncella

Algebra della logica
- George Boole Mo o garcoy of Tti[_:e\iio:::ji:;’b
~ Matematico inglese (1815-1864) Lo Aol Greme bical theoues of

- Algebra della logica, o booleana e oud poREEet es3
~ Sistema matematico formale utile per modellare processi logici,
relazioni tra insiemi, ecc.

- Come tutte le algebre, richiede alcune cose

> Un insieme di elementi e di operazioni

- Un gruppo di postulati, coerenti e indipendenti

- Regole di deduzione per dimostrare i teoremi

- E un passaggio molto delicato, quando si pretende di formalizzare un
processo logico!
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Regole di deduzione (1)

> Si usa il metodo deduttivo universalmente usato in matematica

> Sl parte da alcune espressioni accettate come evidenti, senza
dimostrazione
> Detti postulati o assiomi
> Si costruiscono nuove espressioni valide partendo dai postulati e
creando una successione di espressioni legate da relazioni di
eguaglianza
> Sono i teoremi
> La relazione di eguaglianza gode delle tre proprieta
> Riflessiva: una espressione € eguale a se stessa

> Simmetrica: se una espressione é eguale a una seconda espressione,
anche la seconda e eguale alla prima

> Transitiva: due espressioni eguali a una terza sono eguali tra loro

Regole di deduzione (2)

> Requisiti di una buona scelta di postulati

> Coerenza

> Usando le regole di deduzione non si arriva in nessun caso a
contraddire nessuno dei postulati

> La mancanza di coerenza inficia completamente un sistema logico-
matematico
> Indipendenza
> Nessuno dei postulati pu0 essere dedotto dall'insieme dei rimanenti

> La mancanza di indipendenza evidenzia una ridondanza nella
scelta dei postulati ma non intacca la validita della costruzione
logica.



w WS
A y o) ) (2 e o0
/1/3/4@93 “Cexs of wdbvswdu,w Pa;t.a.eo«cas ‘ioz, e oRpehro aﬁ g

= P ~ ; v
Govasto o A PRAHO wursiennre

Postulati di Huntington (1)

v

Siano dati 'insieme B e le operazioni (V) e (A); assumiamo i
seguenti 6 postulati

P1. chiusura: V x,y € B

» (@ xvyeB

> () xAyeB

P2. esistenza degli elementi neutri: V x € B
>»(@ xv0=0Vvx=x

» B T xKI=1AaX=X

P3. commutativitd: V x, y € B

> (@ XAYy=yAX

>»(b) xXVy=yVX

v

v

v

Postulati di Huntington (2)

~— > P4. distributivita reciproca: V x,y,z € B

>»@ XVyAZD)=XVY)AKXV2Z)

> (b)) XAWYVZD=KXAY)VXAZ)
> P5. esistenza del complemento . V x € B

> (@ xvx=1

> () XAX=0

> P6. esistenza di almeno due elementi distinti

; > A X, yEB:X#Y



Principio di dualita)

> Perfetta reciprocita tra le operazioni

> Ogni postulato consiste di 2 espressioni (a) e (b) tali che
ciascuna puo essere ottenuta dall'altra con le seguenti
sostituzioni

> V Ccon A e viceversa
> 0 con 1 e viceversa

> Conseguenza

> Da ogni eguaglianza se ne puo ottenere una nuova duale,
altrettanto valida, con una semplice operazione di scambio in
entrambi i termini

> Si scambiano reciprocamente Vv con A
> Si esegue lo stesso scambiotraO e 1

Osservazione

> Genericita degli elementi
> Nella definizione deil'algebra di Boole gli elementi dell'insieme B
non sono specificati

> Ci sono almeno 2 valori costanti
> Ma possono essere anche di piu
> Si dimostra che sono comunque una potenza del 2
> Le lettere usate indicano variabili che possono assumere un valore
arbitrario

> Genericita delle operazioni
> Anche delle operazioni vV e A non si dice altro se non le proprieta
che devono soddisfare

> Esistono molte algebre di Boole
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Esempi di B
== > Esempi di insiemi per un’algebra di Boole
== > {0, 1}; {falso, vero}; {F, T}; {basso, alto}; {L H}
=% > {chiuso, aperto}, {on, off} i

> {a,b,c, ..., h}

== > {0, 1)
> Il caso di insiemi con 2 soli elementl
> Algebre a due valori
> Algebre commutanti (switching logic)
S > Sono quelli per noi di maggiore interesse

Lm DA S gbu(ﬂpf&?:d@‘gi
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== B Esempi di operazioni

~ > Esempio di operazioni che possono soddisfare le prdprieté
—_ dell'algebra di Boole |
> {V, A, }HOR, AND, NOT}, {|, & 1

~ > {somma logica, prodotto Ioglco complemento}
__.. > {parallelo, serie, commutato},

. {parallel, series, toggle}

- > Si applica alle logiche switching, a relé

> Reti telefoniche “tradizionali”

Femiy 7{UW'\{O%~QV {' bw’tw%-low@ ; o Du pluyeriow }
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4 10.6

Precedenza tra operazioni (1)

In modo convenzionale, per chiarezza e comodita, Si
definiscono regole di precedenza tra operatori

> Le regole sono arbitrarie; occorre prestare attenzione a quelle
definite nell’algebra a cui facciamo riferimento

> In assenza di indicazioni, potrebbe essere sensato eseguire le
operazioni nell’ordine in cui si incontrano

> |In occidente, da SX a DX

> Le regole possono sempre essere aggirate con l'uso delle
parentesi

> L’espressione racchiusa tra () viene sempre considerata una entita
unica nelle operazioni esterne

Precedenza tra operazioni (2)

Notazioni usate
> Per la or (somma logica): + al posto di Vv

> Per la and (prodotto logico): nulla
> Si accostano i termini senza alcun simbolo frapposto

Priorita

> 1: complemento

> 2: prodotto logico

> 3: somma logica

Motivazione “culturale”: similitudine alle regole di precedenza di
altri sistemi algebrici

Le espressioni non sono piu “simmetriche”

> Per costruire espressioni duali usare le parentesi

11
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Precedenza tra operazioni (3)

> Esempio:
a+bc+de+fgh=
=a+ (bc) + (de) + f (gh) =
=a+(bc) + (de) + f(gh) =
= (a + (Bc)) + (de) + (F (gh)) =
= ((a + (bc)) + (de)) + (f (gh))=
= (((a + (b)) + (de)) + (f(gh)))

' e,opz,vn—lawe olarals
o-(b+c).(d+e). ({4 g+6 )
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Teoremi (1)

. Unicita del complemento
YV x € B 3! x secondo P5

. Elemento neutro nell'altra operazione
@x+1=1

(b)x0=0

Complementarita degli elementi neutri
(@0=1

> (b)1=0

v oy v Ny R
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Teoremi (2)

> 4. |dempotenza
> (@ x+x=Xx
> (b) XX = X

> 5. Involuzione
> X=X

> 6. Assorbimento
> (@) x+xy=x
> (b) X(x +y) =X

Teoremi (3)

© > 7. Somma con il complemento
> (@X+tXy=X+y
T )X +y)=xy
> 8. Associativita

> @x+y+z=x+(y+2)

> (b) xyz = x(yz)
> 9. Legge di De Morgan

> (@ x+y=xy

> B)xy=x+y

%QAAQ/ZIQQ;'{:M
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Generalizzazione

> La proprieta associativa e la legge di De Morgan possono
essere generalizzate

> In una somma di un qualsiasi numero di elementi il risultato &
indipendente dall'ordine con cui sono considerati i singoli
elementi

> Il complemento di una somma di un qualsiasi numero di termini &
eguale al prodotto dei complementi degli stessi termini

> Valgono ovviamente le proposizioni duali

p\,LM‘z‘?”W%;OM
T1. Unicita del complemento

> Ho due elementi x e z che godono secondo P5 della proprieta
di essere complemento di x

> x=x1 P2(b) elemento neutro
> =x(X+2) sostituzione P5(a)

> = XX +XZ PA(b) distributiva

> = XX+ XZ P3(b) commutativa

> =0+xz sostituzione P5(b)

> =XZ+XZ sostituzione P5(b)

> = ZX+ZX P3(b) commutativa

> =z(X + X) P4(b) distributiva

> =z1 sostituzione P5(a)

> =Z P2(b) elemento neutro

v

g.d.e.
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T2. Elemento neutro
nell’altra operazione

> x+1=1(x+1) P2(b) elemento neutro

> = (x+X)(x+1) P5(a) definizione complemento

> =x+x1 P4(a) distributiva

> =X+X P2(b) elemento neutro

> =1 P5(a) definizione complemento
> La parte (b) segue per dualita

>» x0=0+x0 P2(a) elemento neutro

> =xX+x0 P5(b) definizione complemento

> =x(x+0) P4(b) distributiva

> = XX P2(a) elemento neutro

> =0 P5(b) definizione complemento  q.d.e.
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T3. Complementarita degli elementi neutri

> Usiamo il seguente argomento
> Da T1 (unicita dell'elemento neutro) segue che
> 3! 0 complemento di 0

Inoltre da P2(a) (definizione di elemento neutro)

v

>0+0=0

> Ma e anche da P5(a) (definizione di complemento)
»0+0=1

> Quindi, per la proprieta transitiva dell'uguaglianza
> 0=1

> La parte (b) segue per dualita
>»1=0

> q.d.e.

20



T4. ldempotenza

> Siha, V x € B,
> X+Xx=X+x)1
> = (X+ X)X+ X)
> =X+ XX
> =x+0
> :x

P2(b) elemento neutro

P5(a) definizione complemento
P4(a) distributiva

P5(D) definizione complemento
P2(a) elemento neutro

> La parte (b) segue per dualita

>» XX =X
> q.d.e.

> Siha, ¥V x € B,

> X =Xx+0

> =X+ XX
(X +X)(X +X)
(X + X)(X + X)
> =(x+x)1
> = (X +X)(X +X)

>

>

> =X+ XX
> =X+ XX
> =x+0
> :X

> q.d.e.

T5. Involuzione

P2(a) elemento neutro

P5(a) definizione complemento
P4(a) distributiva

P3(a) commutativa

P5(a) definizione complemento
P5(a) definizione complemento
P4(a) distributiva

P3(b) commutativa

P5(b) definizione complemento
P2(a) elemento neutro

de AO.AA
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T6. Assorbimento

» SthaVx,yeB
> X+xXy =x1+xy

> =x(1+y)
k- =xly+ 1)
> =x1

» =)

P2(b) elemento neutro
P4(D) distributiva
P3(a) commutativa
T2(a) prop. elem. neutro
P2(b) elemento neutro

> La parte (b) segue per dualita

> X(x+y)=x
> g.d.e.

T7. Somma con il complemento

» SithaV x,yeB
> X+Xy = (X+ X)X +Y)

> =1x+y)
> =yl
> :x+y

P4(a) distributiva
P5(a) definizione complemento

P3(b) commutativa
P2(b) elemento neutro

> La parte (b) segue per dualita

> X(X +y)=xy
> q.d.e.

# 4012
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> YV X, y, Z € B si abbia

T8. Associativita (1)

>»A=x+(y+z)eC=x+y+2z
> Lemma 1

> XA=X[x + (y + 2)]

>
>
>

>
>

=X
XC=Xx(x+y+2)

=X(X+y)+xz

=X+ Xz

=X

T6(b) assorbimento

P4(b) distributiva
T6(b) assorbimento
T6(a) assorbimento

> Quindi XA = xC per la proprieta transitiva

T8. Associativita (2)

> Lemma 2

> XA = XX + (Y +2)]

>

v A4 A4 v v v A4 v v \4

= XX + X(y + 2)
= XX + X(y + 2)
=0+x(y+2)
= x(y + 2)
XC=X(X+y+2)
=X(X + y) + xz
= XX + Xy + Xz
= XX + XY + XZ
=0+Xxy +xz
=Xy + Xz

=x(y+2)

P4(b) distributiva

P3(b) commutativa

P5(b) proprieta complemento
P2(a) elemento neutro

P4(Db) distributiva

PA4(b) distributiva

P3(b) commutativa

P5(b) proprieta complemento
P2(a) elemento neutro
P4(b) distributiva

> Quindi XA = xC per la proprieta transitiva

¢ 10.13
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T8. Associativita (3)
- > Per completare la dimostrazione
> XA + XA = xC + xC per sostituzione
> AX + Ax = Cx + Cx P3(b) commutativa
> A(X +X) = C(X + X) PA(b) distributiva
>»>Al=C1 P5(a) definizione complemento
>»A=C P2(b) elemento neutro

> X+(y+tz)=x+y+z

> La parte (b) segue per dualita
> X(yz) = xyz
> q.d.e.
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T9. Legge di De Morgan

"> SihaVx,yeB : x+y=xy
> La legge si dimostra osservando che (x + y) e (x y) soddisfano la
definizione di complemento P5

> Inoltre per T1 il complemento & unico

> X+y+Xy=

> =(X+y+X)(X+y+y) P4(a) distibutiva

> =1 P3(a), T8(a), P5(a), T2(a), T4(b)
> E anche

> X+ Y)XYy=Xxyx+Yy) P3(b) commutativa

> SXYX+XYY P4(b) distributiva

> =0 . P3(b), T8(b), P5(b), T2(b), T4(a)

> La parte (b) segue per dualita
> Xy=x+y q.d.e. -



