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A.S.E.A.S.E.

ARCHITETTURA DEI SISTEMI ARCHITETTURA DEI SISTEMI 
ELETTRONICIELETTRONICI
LEZIONE LEZIONE NN°° 77

–– Esempi di applicazione dei vari teoremiEsempi di applicazione dei vari teoremi
–– Passaggi da forma SP a PS e viceversaPassaggi da forma SP a PS e viceversa
–– insieme insieme funzionalmente completofunzionalmente completo
–– Funzione Funzione NANDNAND
–– Funzione Funzione NORNOR
–– Funzioni Funzioni XORXOR e e XNORXNOR
–– Enumerazione degli statiEnumerazione degli stati

7.7.11

A.S.E.A.S.E.

RichiamiRichiami
Postulati di HUNTINGTONPostulati di HUNTINGTON
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A.S.E.A.S.E.

RiassuntoRiassunto
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7.7.33

A.S.E.A.S.E.

OsservazioniOsservazioni

1.1. I teoremi di destra si possono ottenere da I teoremi di destra si possono ottenere da 
quelli di sinistra scambiando OR con AND e quelli di sinistra scambiando OR con AND e 
“0” con “1”“0” con “1”

2.2. Principio di dualitàPrincipio di dualità
3.3. Molti dei teoremi visti sono veri anche Molti dei teoremi visti sono veri anche 

nell’algebra che conosciamonell’algebra che conosciamo
4.4. Particolarmente significativi sono i teoremi di Particolarmente significativi sono i teoremi di 

De Morgan e la proprietà distributivaDe Morgan e la proprietà distributiva
5.5. Molti teoremi, in particolare quelli di De Molti teoremi, in particolare quelli di De 

Morgan, sono veri anche per “n” variabiliMorgan, sono veri anche per “n” variabili
7.7.44
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A.S.E.A.S.E.

Definizione di “OR”Definizione di “OR”

•• OperazioneOperazione
–– OR o  SOMMA LOGICAOR o  SOMMA LOGICA

•• definizionedefinizione
–– l’operazione OR è definita dalla tabellal’operazione OR è definita dalla tabella

xx+y+y yy
00 11

xx
00 00 11
11 11 11

yx +

xx yy x+yx+y
00 00 00
00 11 11
11 00 11
11 11 11

7.7.55

A.S.E.A.S.E.

Definizione  di “AND”Definizione  di “AND”

•• OperazioneOperazione
–– AND o  PRODOTTO LOGICOAND o  PRODOTTO LOGICO

•• DefinizioneDefinizione
–– l’operazione AND è definita dalla tabellal’operazione AND è definita dalla tabella

xyyx ⋅

xx yy xx⋅⋅yy
00 00 00
00 11 00
11 00 00
11 11 11

xx⋅⋅yy yy
00 11

xx
00 00 00
11 00 11

7.7.66
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A.S.E.A.S.E.

“NOT”“NOT”

•• OperazioneOperazione
–– NOT o  Complemento Logico , o Negazione, o NOT o  Complemento Logico , o Negazione, o 

InversioneInversione

•• OsservazioneOsservazione
–– In base alla definizione iniziale si haIn base alla definizione iniziale si ha

x

xx ⎯⎯xx

00 11
11 00

7.7.77

A.S.E.A.S.E.

Tabella di verità Tabella di verità 

•• Funzione di tre variabiliFunzione di tre variabili
( )zyxfu ,,=

xx yy zz uu
00 00 00 f f (0,0,0)(0,0,0)
00 00 11 f f (0,0,1)(0,0,1)
00 11 00 f f (0,1,0)(0,1,0)
00 11 11 f f (0,1,1)(0,1,1)
11 00 00 f f (1,0,0)(1,0,0)
11 00 11 f f (1,0,1)(1,0,1)
11 11 00 f f (1,1,0)(1,1,0)
11 11 11 f f (1,1,1)(1,1,1)

7.7.88
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A.S.E.A.S.E.

Tabella dei Prodotti e delle SommeTabella dei Prodotti e delle Somme
n = 3n = 3

nn xx yy zz pp ss
00 00 00 00 ⎯⎯x •x •⎯⎯y •y •⎯⎯z z pp00 11 x + y + zx + y + z ss00 00
11 00 00 11 ⎯⎯x •x •⎯⎯y • zy • z pp11 11 x + y +x + y +⎯⎯z z ss11 00
22 00 11 00 ⎯⎯x • y •x • y •⎯⎯z z pp22 11 x +x +⎯⎯y + zy + z ss22 00
33 00 11 11 ⎯⎯x  • y  • zx  • y  • z pp33 11 x +x +⎯⎯y +y +⎯⎯z z ss33 00
44 11 00 00 x •x •⎯⎯y •y •⎯⎯zz pp44 11 ⎯⎯x + y + zx + y + z ss44 00
55 11 00 11 x •x •⎯⎯y • zy • z pp55 11 ⎯⎯x + y +x + y +⎯⎯zz ss55 00
66 11 11 00 x • y •x • y •⎯⎯z z pp66 11 ⎯⎯x +x +⎯⎯y + zy + z ss66 00
77 11 11 11 x • y • zx • y • z pp77 11 ⎯⎯x +x +⎯⎯y +y +⎯⎯zz ss77 00

7.7.99

A.S.E.A.S.E.

Definizioni 1Definizioni 1

•• LETTERALELETTERALE
–– Variabile Variabile complementatacomplementata o non o non complementatacomplementata presente nella presente nella 

formulaformula
•• FORMA NORMALE DISGIUNTIVAFORMA NORMALE DISGIUNTIVA

–– Somma di prodottiSomma di prodotti

•• FORMA NORMALE CONGIUNTIVAFORMA NORMALE CONGIUNTIVA
–– Prodotto di sommeProdotto di somme

( ) zywywxzwyxf ++=,,,

( ) ))((,,, yxwyxzzwyxf +++=

7.7.1010
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A.S.E.A.S.E.

Definizione 2Definizione 2

•• MINTERMINE “MINTERMINE “ppii ” è ” è una funzione (prodotto) una funzione (prodotto) 
che vale “1” in corrispondenza alla sola che vale “1” in corrispondenza alla sola 
configurazione “configurazione “i i ” di valori delle variabili” di valori delle variabili

•• MAXTERMINE “MAXTERMINE “ssii ” è ” è una funzione (somma) che una funzione (somma) che 
vale “0” in corrispondenza alla sola vale “0” in corrispondenza alla sola 
configurazione “configurazione “i i ” di valori delle variabili” di valori delle variabili

7.7.1111

A.S.E.A.S.E.

Forma Canonica “Somma di Prodotti”Forma Canonica “Somma di Prodotti”
“SP”“SP”

xx yy zz uu

00 00 00 11 pp00

00 00 11 11 pp11

00 11 00 00

00 11 11 11 pp33

11 00 00 00

11 00 11 11 pp55

11 11 00 00

11 11 11 11 pp77

xyzzyxyzxzyxzyxpppppu ++++=++++= 75310

7.7.1212
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A.S.E.A.S.E.

Forma Canonica “Prodotto di Somme”Forma Canonica “Prodotto di Somme”
“PS”“PS”

xx yy zz uu

00 00 00 11
00 00 11 11
00 11 00 00 ss22

00 11 11 11

11 00 00 00 ss44

11 00 11 11

11 11 00 00 ss66

11 11 11 11

( ) ( ) ( )zyxzyxzyxsssu ++⋅++⋅++=⋅⋅= 642

7.7.1313

A.S.E.A.S.E.

OsservazioniOsservazioni

•• La legittimità di  rappresentare le funzioni nella La legittimità di  rappresentare le funzioni nella 
forma canonica “SP” o “PS” deriva forma canonica “SP” o “PS” deriva 
direttamente dalle proprietà delle operazioni direttamente dalle proprietà delle operazioni 
OR, AND, NOTOR, AND, NOT

•• Una stessa funzione logica può essere scritta in Una stessa funzione logica può essere scritta in 
molta formemolta forme

•• La manipolazioni delle espressioni booleane si La manipolazioni delle espressioni booleane si 
basa sui teoremibasa sui teoremi

7.7.1414
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A.S.E.A.S.E.

Esempio 1Esempio 1

•• Semplificare la seguente espressione:Semplificare la seguente espressione:

•• In base ai teoremi visti si ha:In base ai teoremi visti si ha:
( ) ( ) ( )zyzxzx +⋅+⋅+

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )zyx

zyx
zyzzxzyzxzx
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                              5                                     
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  01                   3b                                          10           3a

                 00              2b                                         11       2a
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7.7.1515

A.S.E.A.S.E.

Esempio 1’Esempio 1’

•• Per altra via;  posto:Per altra via;  posto:
•• si ha:si ha: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )zyx

zyx
zyzzxzxzx
zyzzxzxzxx
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A.S.E.A.S.E.

Esempio 2Esempio 2

•• Semplificare la seguente espressione:Semplificare la seguente espressione:

•• In base ai teoremi visti si ha:In base ai teoremi visti si ha:
yzxyyxyx +++

( ) ( )
yzxy

yzyyxxxy

yzxyyxyxyxyzxyyxyx

++=

++++=

++++=+++

7.7.1717

A.S.E.A.S.E.

Esempio 3Esempio 3

•• Verificare la seguente identità:Verificare la seguente identità:

•• In base al teorema di De Morgan si ha:In base al teorema di De Morgan si ha:
( ) yxyxyxxy +=+

( ) ( )( )
xyyxxyyx

yyxyyxxxyxyxyxxy

yxxy

+=+++=

+++=++=+

+=

00

7.7.1818
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A.S.E.A.S.E.

Esempio 4Esempio 4

•• Trasforma in somma di prodotti la seguente Trasforma in somma di prodotti la seguente 
espressione:espressione:

•• risulta:risulta:
( ) ( ) ( )zyxzyxzyx ++⋅++⋅++

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )

zyzxyxyx

yxzyx

zzzzyxyxyxzyx

zyxzyxzyx

⋅+⋅+⋅+⋅

=+⋅++

=⋅++⋅+++⋅+⋅++

=++⋅++⋅++

7.7.1919

A.S.E.A.S.E.

OsservazioniOsservazioni

•• Se l’espressione in esame e funzione  di tre Se l’espressione in esame e funzione  di tre 
variabilivariabili

•• L’espressione di partenza è nella forma L’espressione di partenza è nella forma 
canonica PS  canonica PS  

•• L’espressione di arrivo non è nella forma L’espressione di arrivo non è nella forma 
canonica SP, perché i termini di prodotto non canonica SP, perché i termini di prodotto non 
sono costituiti da tre letteralisono costituiti da tre letterali

7.7.2020
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A.S.E.A.S.E.

Trasformazione SP Trasformazione SP –– PS e PS PS e PS -- SPSP
•• Dalla tabella dei prodotti e delle sommeDalla tabella dei prodotti e delle somme

nn xx yy zz pp ss
00 00 00 00 ⎯⎯x •x •⎯⎯y •y •⎯⎯z z pp00 11 x + y + zx + y + z ss00 00
11 00 00 11 ⎯⎯x •x •⎯⎯y • zy • z pp11 11 x + y +x + y +⎯⎯z z ss11 00
22 00 11 00 ⎯⎯x • y •x • y •⎯⎯z z pp22 11 x +x +⎯⎯y + zy + z ss22 00
33 00 11 11 ⎯⎯x  • y  • zx  • y  • z pp33 11 x +x +⎯⎯y +y +⎯⎯z z ss33 00
44 11 00 00 x •x •⎯⎯y •y •⎯⎯zz pp44 11 ⎯⎯x + y + zx + y + z ss44 00
55 11 00 11 x •x •⎯⎯y • zy • z pp55 11 ⎯⎯x + y +x + y +⎯⎯zz ss55 00
66 11 11 00 x • y •x • y •⎯⎯z z pp66 11 ⎯⎯x +x +⎯⎯y + zy + z ss66 00
77 11 11 11 x • y • zx • y • z pp77 11 ⎯⎯x +x +⎯⎯y y 

++⎯⎯zz
ss77 00

7.7.2121

A.S.E.A.S.E.

OsservazioneOsservazione
•• Data un’espressine nella forma SP Data un’espressine nella forma SP 

•• Si può scrivere come SP Si può scrivere come SP complementatacomplementata dei dei 
22nn--k prodotti non impiegati nell’espressione k prodotti non impiegati nell’espressione 
precedenteprecedente

•• Applicando il teorema di De MorganApplicando il teorema di De Morgan

•• Applicando De Morgan si ottiene la forma PSApplicando De Morgan si ottiene la forma PS

kba PPP +++ K

knPPP
−

+++ 221 K

kk nn PPPPPP
−−

⋅⋅⋅=+++ 221221 KK

2 4 5 0 1 3 6 7P P P P P P P P+ + = + + + +

7.7.2222
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A.S.E.A.S.E.

EsempioEsempio
•• Data l’espressioneData l’espressione

•• Si haSi ha
( ) ( ) ( )zyxzyxzyx ++⋅++⋅++

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ]
zxyxyx

zyxzyxzyxzyxzyxzyx

zyxzyxzyxzyxzyx

zyxzyxzyxzyxzyx

zyxzyxzyxzyxzyx

zyxzyxzyx

⋅+⋅+⋅

=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅

=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅

=++++++++++++++

=++⋅++⋅++⋅++⋅++

=++⋅++⋅++
S(6) S(1) S(0)

S(2) S(7)S(4) S(5)S(3)

7.7.2323

A.S.E.A.S.E.

OsservazioniOsservazioni

•• Si ha quindi la seguente regolaSi ha quindi la seguente regola
•• Passaggio da SP a PSPassaggio da SP a PS

–– Applicare il Applicare il ThTh di De Morgan al complemento di di De Morgan al complemento di 
ciascun ciascun minterminemintermine assenteassente nella forma SPnella forma SP

–– Formare il prodotto dei Formare il prodotto dei maxterminimaxtermini ottenutiottenuti
•• Passaggio da PS a SPPassaggio da PS a SP

–– Applicare il Applicare il ThTh di De Morgan al complemento di di De Morgan al complemento di 
ciascun ciascun maxterminemaxtermine assenteassente nella forma PSnella forma PS

–– Formare la somma dei Formare la somma dei minterminimintermini ottenutiottenuti

7.7.2424
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A.S.E.A.S.E.

Premessa 1Premessa 1

•• OsservazioniOsservazioni
–– le funzioni AND, OR e NOT costituiscono un insieme le funzioni AND, OR e NOT costituiscono un insieme 

funzionalmente completofunzionalmente completo di operatori logicidi operatori logici
–– In base al teorema di De Morgan si ha:In base al teorema di De Morgan si ha:

–– ovvero la funzione OR si può realizzare con le ovvero la funzione OR si può realizzare con le 
funzioni AND e NOT quindi:funzioni AND e NOT quindi:

–– le funzioni le funzioni AND e NOTAND e NOT costituiscono un insieme costituiscono un insieme 
funzionalmente completofunzionalmente completo di operatori logicidi operatori logici

( )yxyx ⋅=+

7.7.2525

A.S.E.A.S.E.

Premessa 2Premessa 2

•• OsservazioniOsservazioni
–– Sempre in base al teorema di De Morgan si ha:Sempre in base al teorema di De Morgan si ha:

–– ovvero la funzione AND si può realizzare con le ovvero la funzione AND si può realizzare con le 
funzioni OR e NOT quindifunzioni OR e NOT quindi

–– le funzioni le funzioni OR e NOTOR e NOT costituiscono un insieme costituiscono un insieme 
funzionalmente completofunzionalmente completo di operatori logicidi operatori logici

–– le funzioni OR e AND  le funzioni OR e AND  nonnon costituiscono un insieme costituiscono un insieme 
funzionalmente completofunzionalmente completo di operatori logici perché di operatori logici perché 
non è possibile realizzare la funzione NOTnon è possibile realizzare la funzione NOT

( )yxyx +=⋅

7.7.2626
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A.S.E.A.S.E.

DefinizioneDefinizione

•• Le funzioni NAND  e NOR sono definite dalle Le funzioni NAND  e NOR sono definite dalle 
seguenti tabelle di veritàseguenti tabelle di verità

xx yy uu
00 00 11
00 11 11
11 00 11
11 11 00

xx yy uu
00 00 11
00 11 00
11 00 00
11 11 00

( )yxu ⋅=      NAND ( )yxu +=      NOR

7.7.2727

A.S.E.A.S.E.

OsservazioniOsservazioni

•• NAND e NOR  sono contrazioni di NAND e NOR  sono contrazioni di 
NOTNOT--AND e NOTAND e NOT--OROR

•• la funzione la funzione NANDNAND costituisce un insieme costituisce un insieme 
funzionalmente completofunzionalmente completo di operatori logicidi operatori logici

•• la funzione la funzione NORNOR costituisce un insieme costituisce un insieme 
funzionalmente completofunzionalmente completo di operatori logicidi operatori logici

( ) xxx =⋅ ( )( ) yxyx ⋅=⋅

( ) xxx =+ ( )( ) yxyx +=+

7.7.2828
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A.S.E.A.S.E.

Funzioni “complesse” 1Funzioni “complesse” 1

•• L’operatore “XOR”, OR ESCLUSIVO è:L’operatore “XOR”, OR ESCLUSIVO è:

•• DefinizioneDefinizione
yx⊕

xx yy uu
00 00 00
00 11 11
11 00 11
11 11 00

( ) ( ) ( ) ( )yxyxyxyxyxyxyx ⋅⋅+=+⋅+=⋅+⋅=⊕

7.7.2929

A.S.E.A.S.E.

Funzioni “complesse” 2Funzioni “complesse” 2

•• L’operatore “XNOR”, NOR ESCLUSIVO è:L’operatore “XNOR”, NOR ESCLUSIVO è:

•• DefinizioneDefinizione
yx⊕

xx yy uu
00 00 11
00 11 00
11 00 00
11 11 11

( ) ( )yxyxyxyxyx +⋅+=⋅+⋅=⊕
7.7.3030
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A.S.E.A.S.E.

Proprietà dello XOR / XNORProprietà dello XOR / XNOR
( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )
( )
( )

i

ii 0 1

iii 0 1

iv
v
vi
vii
viii
ix  se e solo se 0
x se ,  allora  o 

a b

X Y XY XY X Y X Y X Y XY XY X Y X Y

X X X X

X X X X

X Y X Y X Y X Y X Y
X Y Y X
X Y Z X Y Z X Y Z
X Y Z XY XZ
X Y X Y XY
X Y X Y XY
X Y Z X Z X X Z Y

⊕ = + = + + ⊕ = + = + +

⊕ = ⊕ =

⊕ = ⊕ =

⊕ = ⊕ ⊕ = ⊕ = ⊕
⊕ = ⊕
⊕ ⊕ = ⊕ ⊕ = ⊕ ⊕

⊕ = ⊕
+ = ⊕ ⊕
⊕ = + =
⊕ = ⊕ = ⊕ =

7.7.3131

A.S.E.A.S.E.

Generatore di disparità 1Generatore di disparità 1

0 0 0 0 0

0 0 0 1 1

0 0 1 0 1
0 0 1 1 0

0 1 0 0 1
0 1 0 1 0
0 1 1 0 0

0 1 1 1 1

1 0 0 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0

1 0 1 1 1
1 1 0 0 0

1 1 0 1 1

1 1 1 0 1
1 1 1 1 0

x y z w D D

xyzw

xyzw

xyzw

D xyzw xyzw xyzw xyzw xyzw xyzw xyzw xyzwxyzw

xyzw

xyzw

xyzw

xyzw

= + + + + + + +

7.7.3232
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A.S.E.A.S.E.

Generatore di disparità 2Generatore di disparità 2

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )

D xyzw xyzw xyzw xyzw xyzw xyzw xyzw xyzw

xy zw zw zw xy xy zw xy xy x y zw zw

xy xy zw zw xy xy zw zw

x y z w x y z w

x y z w x y z w

= + + + + + + +

= + + + + + + +

= + + + + +

= ⊕ ⊕ + ⊕ ⊕

= ⊕ ⊕ ⊕ = ⊕ ⊕ ⊕

7.7.3333

A.S.E.A.S.E.

Enumerazione di funzioni 1Enumerazione di funzioni 1

•• Quesito:Quesito:
•• Quante funzioni di due variabili si posso realizzare?Quante funzioni di due variabili si posso realizzare?

•• Risposta:Risposta:
•• quante sono le possibili configurazioni diverse di quattro quante sono le possibili configurazioni diverse di quattro 

elementi binari (cioè 16). In generale:elementi binari (cioè 16). In generale: ( )n22
xx yy ff00 ff11 ff22 ff33 ff44 ff55 ff66 ff77 ff88 ff99 ffAA ffBB ffCC ffDD ffEE ffFF

00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 11 11 11 11 11 11 11 11

00 11 00 00 00 00 11 11 11 11 00 00 00 00 11 11 11 11

11 00 00 00 11 11 00 00 11 11 00 00 11 11 00 00 11 11

11 11 00 11 00 11 00 11 00 11 00 11 00 11 00 11 00 11

7.7.3434
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A.S.E.A.S.E.

Enumerazione di funzioni 2Enumerazione di funzioni 2

•• Ruotando di 90˚ la tabellaRuotando di 90˚ la tabella

11111
0111
1011
0011
1101
0101
1001
0001
1110
0110
1010
0010
1100
0100
1000

00000
1100
1010

yx
yx
y
yx
x
yx
yx
yx
yx

x
yx
y
yx
yx

y
x

⋅
+

+

⊕
+
+
⊕

⋅

⋅
⋅

7.7.3535

A.S.E.A.S.E.

ConclusioniConclusioni

•• Esempi di applicazione dei vari teoremiEsempi di applicazione dei vari teoremi
•• Passaggi da forma SP a PS e viceversaPassaggi da forma SP a PS e viceversa
•• insieme insieme funzionalmente completofunzionalmente completo
•• Funzione Funzione NANDNAND
•• Funzione Funzione NORNOR
•• Funzioni Funzioni XORXOR e e XNORXNOR
•• Enumerazione degli statiEnumerazione degli stati

7.7.3636
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A.S.E.A.S.E.

Quesiti 1Quesiti 1

•• Costruire la tabella di verità per le seguenti Costruire la tabella di verità per le seguenti 
funzioni.funzioni.

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]32143214321

31321321

,,,

,,

,,

xxxxxxxxxxxfc

yzxyxzyxfb

xxxxxxxxfa

⋅⋅++⋅⋅=

+⋅⋅+=

⋅++⋅=( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]32143214321

31321321

,,,

,,

,,

xxxxxxxxxxxfc

yzxyxzyxfb

xxxxxxxxfa

⋅⋅++⋅⋅=

+⋅⋅+=

⋅++⋅=

7.7.3737

A.S.E.A.S.E.

Quesiti 2Quesiti 2
•• Scrivere le forme canoniche PS e SP per le due Scrivere le forme canoniche PS e SP per le due 

tabelle di verità seguenti:tabelle di verità seguenti:

xx yy zz ff
00 00 00 11
00 00 11 00
00 11 00 00
00 11 11 11
11 00 00 00
11 00 11 00
11 11 00 11
11 11 11 11

xx yy zz ff
00 00 00 00
00 00 11 11
00 11 00 11
00 11 11 11
11 00 00 00
11 00 11 11
11 11 00 00
11 11 11 11

7.7.3838
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A.S.E.A.S.E.

Quesiti 3Quesiti 3

•• Verificare le seguenti identitàVerificare le seguenti identità

( ) ( ) ( )
( )
( ) 313221313221

4241421431431

21313121

xxxxxxxxxxxxc

xxxxxxxxxxxxxb

xxxxxxxxa

⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅

⋅+⋅=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅

⋅+⋅=+⋅+

7.7.3939
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