ARCHITETTURA DEI SISTEMI
ELETTRONICI

LEZIONE N° 7

— Esempi di applicazione dei vari teoremi
— Passaggi da forma SP a PS e viceversa
— insieme funzionalmente completo

— Funzione NAND

— Funzione NOR

— Funzioni XOR e XNOR

— Enumerazione degli stati

AS.E.

Richiami
Postulati di HUNTINGTON

Almeno due elementi distinti

la  Somma logica (+) 1b Prodotto logico (e)
2a x+0=x 2b x-1=x
32 x+y=y+x 3b X-y=y-Xx

4a x+(y-z)=(x+y)-(x+z) 4b x-(y+z)=(x-y)+(x-2)
0

5a x+x=1 5b x-x=

AS.E.




Riassunto

TEOREMI

2a x+l=l 2b xe0=0
3a 0=l 3b 1=0
4a  xtx=x _ 4b X-X=X

5 (x=x
6a x+tx)=x 6b X+y)=x
Ta  x+xy=x+y 7b X+y|=xy
8a x—l—(y_—i—z) :(x+y)-|_—2:x+y+z 8b x(yz}:_ X)WZ=xyz B
8a xytx+yz=xy+xz 8b (x+ylrtz yjrz)_:(x+y)(x+z)
9a  (x+y)=xy 9b

AS.E. 7.3

Osservazioni

. | teoremi di destra si possono ottenere da

quelli di sinistra scambiando OR con AND e
“0” con “1”

Principio di dualita

Molti dei teoremi visti sono veri anche
nell’algebra che conosciamo

Particolarmente significativi sono i teoremi di
De Morgan e la proprieta distributiva

Molti teoremi, in particolare quelli di De
Morgan, sono veri anche per “n” variabili

AS.E. 7.4




Definizione di “OR”

* Operazione
— ORo SOMMA LOGICA

« definizione X+y
— Poperazione OR & definita dalla tabella

+ X Yy x+y
Xty y
0 1 0 0 0
oo e
X
1 111 1 1 1
A.S.E. 7.5
Definizione di “AND”
* Operazione
— AND o PRODOTTO LOGICO
« Definizione Xy Xy
— l'operazione AND é definita dalla tabella
Xy y X y Xy
0 0 0 0
0/0/0 0o 1 0
X 117011 1 0 0
1 1 1
A.S.E. 7.6




“NOT”

» Operazione
— NOT o Complemento Logico , o Negazione, o
Inversione _
X
» Osservazione
— In base alla definizione iniziale si ha

x | x
0 1
1 0
AS.E. 7.7

Tabella di verita

* Funzione di tre variabili

Ll:f(X,y,Z)

u
£(0,0,0)
£(0,0,1)
£(0,1,0)
£(0,1,1)
f(1,0,0)
£(1,0,1)
f(1,1,0)
f(1,1,1)
A.S.E. 7.8

I O - - -E-1 3
- - -E-1 A
- O = O = O = O|N




Tabella dei Prodotti e delle Somme

n=3
n|x y z p s
0/0 0 0| xeyez|py|1| x+y+z [s,| 0
1{0 0 1| xeyez|p,|1|x+y+2z |s,| 0
2/0 1 0| xeyez|p,|1| x+y+z |s,|0
3[/0 1 1| xeyez|p;/1|x+y+2z|s;/0
4|1 0 0| xeyez |p;|1| x+y+z|s,| 0
5(1 0 1| xeyez |ps|1| x+y+ z|ss| 0
6(1 1 0 xeyez |pg|1| x+y+z|s6| 0
711 1 1| xeyez |p,|1| x+y+2z|s,|0
A.S.E 7.9
Definizioni 1
« LETTERALE

— Variabile complementata o non complementata presente nella

formula

+ FORMA NORMALE DISGIUNTIVA

— Somma di prodotti

f(x,y,w,z)z X+wy+wyz
- FORMA NORMALE CONGIUNTIVA

— Prodotto di somme

f(x,y,w,z)z Z(x+;)(w+;+y)

AS.E.

7.10




Definizione 2

* MINTERMINE “p;” & una funzione (prodotto)

che vale “1” in corrispondenza alla sola
configurazione “i ” di valori delle variabili

* MAXTERMINE “s;” € una funzione (somma) che

vale “0” in corrispondenza alla sola
configurazione “i ” di valori delle variabili

AS.E.

7.1

Forma Canonica “Somma di Prodotti”

“SP”
x y z|u
0 0 o|1]|p
0 0 1|1|p,
0 1 0fo
0 1 1|1|ps
1 0 ofo
1.0 1|1]|ps
1 1 o0fo
1 1 1|1]|0p,

u=p, +p1 +p3 +p5+p7 IXyZ+;;Z+)_CyZ+X;Z+XyZ

AS.E.

7.12




Forma Canonica “Prodotto di Somme”

“PS”
x y z|u
0 0 01
0 0 1|1
0 1 0f|ofs,
0 1 1|1
1 0 0f|o0]s,
1.0 1|1
1 1 0f|0]s,
1 1 1|1

U=S,-S,"S =(x+y+z)-(x+y+z)-(x+y+z)
AS.E. 7.13

Osservazioni

* La legittimita di rappresentare le funzioni nella
forma canonica “SP” o “PS” deriva
direttamente dalle proprieta delle operazioni
OR, AND, NOT

* Una stessa funzione logica puo essere scritta in
molta forme

* La manipolazioni delle espressioni booleane si
basa sui teoremi

AS.E. 7.14




Esempio 1

+ Semplificare la seguente espressione:

)

(x+z)-(x+;)-(y+z
In base ai teoremi visti si ha:

(x+z)-(x+§)-(}+z)= x+z-2)-(}+z) P 4a
P 5b

x+0)-(y+ z)

x.(w(i

Almeno due elementi distinti 2a  x+l=1 2b
la  Somma logica (+) b Prodotto logico () 3a 0=1 3b
4a X+x=x 4b
2a  x+0=x 2b x-l=x =
5 Xx)=x
3a. x+y=y+x 3b X y=y-x 6a rray=x b
Ta X+xy=x+y 7b
da x+(yz)=(x+y)(x+z) 4b x-(y+z)=(x-y)+(x-2) 8a x+(v:rz):(x+y)tz:x+y+z 8b, Xy
_ _ 8a Xxytxz+yz=xy+xz 8b
Sa x+x=1 5b x-x=0 9a X+y)=x-y 9b
AS.E.

715

Esempio 1’

* Per altra via; posto:

' T:Q+3
" siha: (x+z)-(x+g)-(;

+Z)=(X+Z)'T'(;+_Z)
T-x+T-_z)- y+z)

XX+xz+zx+zz) \y+z

X +Qz+zx)+zz ) y+z)

zix(;ozzi +z

Almeno due elementi distinti 2a  x+l=1
la  Somma logica (+) 1b Prodotto logico () 3a 0=1
4a X+x=x
2a  x+0=x 2b x-1=x =
5 x)=x
6a xt+xy=x
3 +y=y+) 3b Y=Y =
a rry=rex ryEy Ta X+xy=x+y
4a x+(y-z):(x+y)-(x+z) 4b X-(y+z):(x-y)+(x-z) 83‘ —’f+()’j'z):(—"+)’)+]:x+)’+z
_ _ 8a xy+xz+yz=xy+xz
Sa x+x=1 5b x-x=0 9a X+y)=x-y

AS.E.

P 4b
P 3b




Esempio 2

» Semplificare la seguente espressione:
Xy + Xy + Xy + yz
* In base ai teoremi visti si ha:

XY+ XY+ XY+ Yz =xy+ XY+ XY+ xy+ vz

= ;()_C + X)+ x(; + y)+ yz

= y+x+yz

AS.E.

7.17

Esempio 3

» Verificare la seguente identita:

xy(x+y)=xy+xy
* In base al teorema di De Morgan si ha:

Xy=x+y
5(x+y)=(}+})(x+y)=}x+}y+}x+;y

=O+;y+;x+0=)_cy+;x

AS.E.

7.18




Esempio 4

* Trasforma in somma di prodotti la seguente
espressione:

(}+;+z)-(x+y+2)-(x+y+z)
* risulta:
(}+y+z) (x+y +z) (x+y)+z)=
(}+y+z)[x+y (x+y)+(x+y)- ( )+z z]
(}+y+z) (x+y)=
X YHX-y+x-z+y-z

AS.E. 7.19

Osservazioni

+ Se I’espressione in esame e funzione di tre
variabili

* L’espressione di partenza € nella forma
canonica PS

* L’espressione di arrivo non & nella forma
canonica SP, perché i termini di prodotto non
sono costituiti da tre letterali

AS.E. 7.20

10



Trasformazione SP - PS e PS - SP

* Dalla tabella dei prodotti e delle somme

n|x y z p s

0/]0 0 0| xeyez|py|1| x+y+z [s,]0

1{0 0 1| xeyez|p,|1|x+y+2z]|s,|0

2|10 1 0| xeyez|p,|1|x+y+z]s,]|0

310 1 1| xeyez|ps|1|x+y+z]|s;]0

411 0 0| xeyez|p,|1| x+y+z|s,|0

5|1 0 1| xeyez |ps|1| x+y+ z|s;]|0

6|1 1 0| xeyez |psl1| x+y+z|sg]|0

711 1 1| xeyez |p,|1 x+y [s;]0

A.S.E tz 7.21

Osservazione

Data un’espressine nella forma SP

P +PB +...+P,

Si puo scrivere come SP complementata dei
2"-k prodotti non impiegati nell’espressione
precedente

P+P+..+P, , P+P+P=R+F+P+F +P,

Applicando il teorema di De Morgan
P+P+..+P, =H-P-...-P,

2"k
Applicando De Morgan si ottiene la forma PS

AS.E. 7.22

11



Esempio

. D_ata_l’espressione_
X+y+z) x+y+z)-(x+y+z)
 Siha

S(0)
—  _ S6) s _
(x+y+z) (x+y+z) (x+y+z)=

T N i) PRI L0 N P

(+y+z) (x+y+z) (x+y+z) (+y+z)+(x+y+z)=
)_cyz+xyz+xyz+xyz+xyz=
x-
x

PZAX Y I Xy T Xy z Az ez

AS.E. 7.23

Osservazioni

* Si ha quindi la seguente regola

+ Passaggio da SP a PS

— Applicare il Th di De Morgan al complemento di
ciascun mintermine assente nella forma SP

— Formare il prodotto dei maxtermini ottenuti
+ Passaggio da PS a SP

— Applicare il Th di De Morgan al complemento di
ciascun maxtermine assente nella forma PS

— Formare la somma dei mintermini ottenuti

AS.E. 7.24
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Premessa 1

» Osservazioni

— le funzioni AND, OR e NOT costituiscono un insieme
funzionalmente completo di operatori logici

— In base al teorema di De Morgan si ha:

— ovvero la funzione OR si puo realizzare con le
funzioni AND e NOT quindi:

— le funzioni AND e NOT costituiscono un insieme
funzionalmente completo di operatori logici

AS.E. 7.25

Premessa 2

* Osservazioni
— Sempre in base al teorema di De Morgan si ha:

X-y= ix + y)
— ovvero la funzione AND si puo realizzare con le

funzioni OR e NOT quindi

— le funzioni OR e NOT costituiscono un insieme
funzionalmente completo di operatori logici

— le funzioni OR e AND non costituiscono un insieme
funzionalmente completo di operatori logici perché
non & possibile realizzare la funzione NOT

AS.E. 7.26
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Definizione

* Le funzioni NAND e NOR sono definite dalle
seguenti tabelle di verita

X ylu X ylu
0 01 0 01
o 1|1 0 110
1 0(1 1 0{0
1 110 1 110

NAND u:ix-yi NOR u=ix+yi

AS.E. 7.27

Osservazioni

* NAND e NOR sono contrazioni di
NOT-AND e NOT-OR

* la funzione NAND costituisce un insieme
funzionalmente completo di operatori logici

* la funzione NOR costituisce un insieme
funzionalmente completo di operatori logici

(x+x)=x (x+y))=x+y

AS.E. 7.28
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Funzioni “complesse” 1

* L’operatore “XOR”, OR ESCLUSIVO e:
x®y

* Definizione
u

b
<

(0
1
1
0

- = O

x®y=x-y+x-y=(x+y)-(r+y)=(x+y)-G)

AS.E. 7.29

Funzioni “complesse” 2

* L’operatore “XNOR”, NOR ESCLUSIVO e:

x®y
* Definizione
X ylu
0 0|1
0 1]0
1 010
1 1|1

TR SR Y

AS.E. 7.30

15



Proprieta dello XOR / XNOR
I O Y O

i) X®Y=XY+XY=(X+Y)(X+Y) (X®OY)=XV+XY =(X+7)(X+7)

(
(i) Xx®o0=x X®l=X
(i) X®X=0 X®X=1
(iv) X@r=xey XOY=X®Y=(X®Y)
(v) Xor=vyex

(Vi) Xo(rez)=(xer)ez=xeovez
(

(

(

(

vii) X(Y(-BZ):XY@XZ

viii) X+Y=X®Y®DXY

ix) X®Y=X+Yseesolose XY =0

X) seX@®Y=Z alloraX®Z=X 0oX®Z=Y

A.S.E. 7.31

Generatore di disparita 1

D

Xyzw

Xyzw

xyzw D =xyzw+xyzw+xyzw+ Xyzw+ Xyzw+Xyzw+ Xyzw+ Xyzw

Xyzw

xyzw

xyzw

xyzw

e e e = B R e R e R - i - B - S - R S
== o o 00 Bs s s o O O Ol
- = o o = = oo o = = o o = = o 9O|N

- o =2 o =" o - o = o = <o = o = o=
o = = o= oo = = ©o o= o= = 9|y

AS.E. 7.32
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Generatore di disparita 2

D= xyzw+ xyzw+ xyzw+xyzw+ xyzw+xyzw+ xXyzw+ xyzw

= xy(zw+ zw)+zw(xy+xy)+zw(xy+xy)+xy(zw+ zw)

(s ) (et 7)o (s 7 ) (2 )

( )(z@w) (x@y)(z@w)

:(xCJBy) (Z@W):X@y@Z@W

AS.E. 7.33

Enumerazione di funzioni 1

* Quesito:
* Quante funzioni di due variabili si posso realizzare?

* Risposta:
» quante sono le possibili configurazioni diverse di quattro
elementi binari (cioé 16). In generale: 2(2n)
x|yl folfilfa|fs|falfs|fslfr|fs]|folfalfelfc)folfelfr
ojojojojojojojojojoj11j1j1j1j1j1]1
oj17jo0jojojoj1j1j1j1jojojojoj1j1j1]1
11]0j0(0j1]1]0]o]j1]1]0]Oo|1]1]0]O0]|1]1
1j1|j0(1joj1joj|1joj1joj1(0j1j0(1]01]1

A.S.E. 7.34
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Enumerazione di funzioni 2

0101 x
0011| y
0000| O
0001|x-y
0010|x-y
0011| y
0100[x-y

* Ruotando di 90" latabella | % | =

x®y
011 I|{x+y
1000|x+y
1001|x®y
1010 x
101 1|x+y
1100 y_
1101|x+y
1110|x-y
1111 1
A.S.E. 7.35
Conclusioni

+ Esempi di applicazione dei vari teoremi

+ Passaggi da forma SP a PS e viceversa

* insieme funzionalmente completo

* Funzione NAND

* Funzione NOR

* Funzioni XOR e XNOR

* Enumerazione degli stati

A.S.E. 7.36
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Quesiti 1

» Costruire la tabella di verita per le seguenti

funzioni.

(a) f(xl,xz,x3)= ‘;1 X, + Xy ’+;1 X,

(b) f(x,y,z): (X+;)-(x-z+y

(C) f(xl,xz,x3,x4)= [xl '(xz X3 +x4)+;1 X2 -x3]

AS.E.

7.37

Quesiti 2

» Scrivere le forme canoniche PS e SP per le due

tabelle di verita seguenti:

= A A a0 0 0 o)X
[ Y — I — = Y Gy I - 4
- 0O = O = O = OJ|N
- = O O = O O =]|=h

AS.E.

_ a2 a0 0 O o)X

- - 00 = -0 oI

- O =m0 = O = O]|N

_ O = O =S A O™

7.38

19



Quesiti 3

» Verificare le seguenti identita

(a) ()cl+x2)—(xl+x3)=xl-x3+xl-x2
(b) X1oX3 X, F XXy X, FX X, Xy = XX, + X, X,

(C) X X2+ X, X3+ X1-X; =X1°X, + X, X3+ X, - X3

AS.E. 7.39
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